Лекция №12
Обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка

План
1. Определение дифференциального уравнения второго порядка

2. Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка
3. Линейные однородные уравнения
4. Линейные однородные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами

5. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка
1. Определение дифференциального уравнения второго порядка

Дифференциальные уравнения вида:

[image: image1.wmf]0

)

,

,

,

(

=

¢

¢

¢

y

y

y

x

F







(13.1)

называются уравнениями второго порядка.

Будем рассматривать уравнения, которые можно записать в виде, разрешенном относительно второй производной:
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2. Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка

В некоторых случаях решения дифференциальных уравнений может быть сведено к последовательному решению двух дифференциальных уравнений первого порядка. Рассмотрим три случая.
1) Если дифференциальное уравнение имеет следующий вид:
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(13.3)
то оно решается последовательным интегрированием.
Пример 13.1.
Найти общее решение данного дифференциального уравнения:
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Найдем сначала 
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. Данный интеграл решается методом интегрирования по частям.

Введем обозначения: 
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Теперь найдем искомую функцию y:
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2) Если в запись уравнения не входит искомая функция y(x), т.е.:
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то такое уравнение можно решить, если найти сначала вспомогательную функцию 
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Пример 13.2
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Введем вспомогательную функцию 
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. Исходное уравнение примет следующий вид:
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. Полученное уравнение является однородным уравнением первого порядка. Последнее уравнение можно записать в виде:
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Пусть 
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Подставим (13.5) и (13.6) в (13.4), получим:
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. Интегрируем левую и правую часть данного уравнения:
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. Левый интеграл решается методом замены переменной:
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В результате интегрирования находим:
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3) Если в уравнение не входит переменная x:
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(13.8)
то порядок уравнения можно понизить, если за независимую переменную взять y, а неизвестную функцию – z=y′.
3. Линейные однородные уравнения
Определение 12.1. Дифференциальное уравнение 
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го порядка называется линейным, если оно первой степени относительно искомой функции 
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 и ее производных 
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(13.9)
где 
[image: image34.wmf]n

a

a

a

...,

,

,

1

0

 и 
[image: image35.wmf](

)

x

f

 — заданные функции от 
[image: image36.wmf]x

 или постоянные, причем 
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 для всех значений 
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 из той области, в которой мы рассматриваем уравнение (13.9). Функция 
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Если 
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, то уравнение называется линейным неоднородным уравнением с правой частью. Если же 
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(13.10)

и называется линейным однородным или уравнением без правой части.

4. Линейные однородные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейное однородное уравнение второго порядка:
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где 
[image: image44.wmf]p

 и 
[image: image45.wmf]q

 — постоянные действительные числа. Чтобы найти общий интеграл этого уравнения необходимо решить так называемое характеристическое уравнение:
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Корни данного квадратного уравнения:

[image: image47.wmf]q

p

p

k

-

+

-

=

4

2

2

1

 и 
[image: image48.wmf]q

p

p

k

-

-

-

=

4

2

2

2



(13.13)

Возможны следующие случаи:
1. 
[image: image49.wmf]1
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 — действительные числа, которые не равны между собой. Общий интеграл имеет вид:
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2. 
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 — комплексные числа. Так как комплексные корни входят попарно сопряженными, то обозначим: 
[image: image54.wmf]b

a

i

k

+

=

1

; 
[image: image55.wmf]b

a

i

k

-

=

2

.
где 
[image: image56.wmf]2

p

-

=

a

, 
[image: image57.wmf]4

2

p

q

-

=

b

. Общее решение уравнения (12.11) в случае комплексных корней характеристического уравнения имеет вид:
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где 
[image: image59.wmf]A

 и 
[image: image60.wmf]B

 — произвольные постоянные.
3. 
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 — действительные равные числа. Общим интегралом будет функция:
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Пример 13.3.
Дано уравнение 
[image: image64.wmf]0
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. Найти общий интеграл.
Решение:
Характеристическое уравнение имеет вид:


[image: image65.wmf]0

4

5

2

=

+

+

k

k


Найдем корни характеристического уравнения:
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Общий интеграл есть:
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5. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка

Пусть дано неоднородное линейное уравнение второго порядка:
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Структура общего решения такого уравнения определяется следующей теоремой:
Теорема 13.1. Общее решение неоднородного уравнения (12.17) представляется как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения 
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 и общего решения 
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 соответствующего однородного уравнения:
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Таким образом, общее решения уравнения (12.17):
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Пусть имеем уравнение
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(13.20)
где 
[image: image75.wmf]p

 и 
[image: image76.wmf]q

 — действительные числа.
В случае уравнения с постоянными коэффициентами частное решение неоднородного дифференциального уравнения иногда бывает возможно найти сравнительно просто, не прибегая к интегрированию. Рассмотрим несколько таких случаев.
I. Пусть правая часть уравнения (12.20) представляет собой произведение показательной функции на многочлен, т. е. имеет вид:
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где 
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й степени. Тогда возможны следующие частные случаи:
а) Число 
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 не является корнем характеристического уравнения 
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В этом случае частное решение следует искать в виде:
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б) Число 
[image: image83.wmf]a

 является однократным корнем характеристического уравнения. Частное решение в этом случае:
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в) Число 
[image: image85.wmf]a

 является двукратным корнем характеристического уравнения. В этом случае частное решение будет иметь вид:
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II. Пусть правая часть уравнения (13.20) будет иметь вид:
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где 
[image: image88.wmf](
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а) Если число 
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 есть корень характеристического уравнения, то частное решение уравнения (13.20) следует искать в виде:

[image: image91.wmf](

)

(

)

x

e

x

V

x

e

x

U

y

x

x

b

b

a

a

sin

cos

+

=

*




(13.26)
где 
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б) Если число 
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 есть корень характеристического уравнения, то частное решение уравнения (13.20) следует искать в виде:
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При этом во избежании возможных ошибок следует отметить, что указанные формы частных решений (13.26) и (13.27), очевидно, сохраняются и в том случае, когда в правой части уравнения (13.20) один из многочленов 
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Рассмотрим далее важный частный случай. Пусть правая часть линейного уравнения второго порядка имеет вид:
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где 
[image: image103.wmf]M

 и 
[image: image104.wmf]N

 — постоянные числа.
а) Если 
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 не является корнем характеристического уравнения, то частное решение следует искать в виде:
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б) Если 
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 является корнем характеристического уравнения, то частное решение следует искать в виде:
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Пример 13.3.
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Решение будем искать в виде: 
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Общее решение соответствующего однородного уравнения 
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при 
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 и общее решение данного неоднородного дифференциального уравнения имеет вид:
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