Лекция 10
Приложения определенного интеграла

План

1. Вычисление площадей плоских фигур

2. Вычисление длин дуг кривых
3. Вычисление объемов тел вращения
4. Вычисление площадей поверхностей тел вращения
1. Вычисление площадей плоских фигур. 
Определенный интеграл от неотрицательной непрерывной функции равен площади соответствующей криволинейной трапеции. В этом состоит геометрический смысл определенного интеграла, на этом основано его применение к вычислению площадей плоских фигур.
Площадь криволинейной трапеции, т. е. фигуры, ограниченной графиком неотрицательной непрерывной функции 
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Если функция 
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 конечное раз меняет знак на отрезке 
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 на сумму интегралов по частичным отрезкам. Интеграл будет положителен на тех отрезках, где 
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 даст разность площадей, лежащих выше и ниже оси. Для того, чтобы получить сумму площадей, необходимо найти сумму абсолютных величин интегралов по указанным выше отрезкам или вычислить интеграл:
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Пример 10.1. 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной косинусоидой 
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2. Вычисление длин дуг плоских кривых. 
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Пусть дана плоская кривая 
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 (рис. 10.1), уравнение которой 
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 — непрерывно дифференцируемая функция на отрезке 
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 частей равной длины. Через точки деления 
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 проведем прямые, параллельные оси ординат 
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 обозначим через 
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Выведем формулу для вычисления длины дуги. Для этого сначала найдем периметр ломаной 
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Учитывая, что 
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 – непрерывная дифференцируемая функция на отрезке 
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где 
[image: image50.wmf]i

c

 — некоторая точка интервала 
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где 
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Получили интегральную сумму для непрерывной функции 
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Таким образом,
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3. Вычисление объемов тел вращения. 
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Рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси 
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 криволинейной трапеции 
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, ограниченной графиком неотрицательной непрерывной функции   
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Разобьем отрезок 
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 частей равной длины. На каждом из отрезков 
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где 
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. Каждый член полученной суммы равен объему кругового цилиндра, а вся сумма равна объему соответствующего ступенчатого тела. Для непрерывной функции 
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4. Вычисление площадей поверхностей тел вращения. 
Найдем площадь поверхности, полученной в результате вращения кривой АВ вокруг оси абсцисс. Пусть функция 
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где мы воспользовались формулой (10.5). Сумма (10.7) не является интегральной суммой для функции
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так как в слагаемом, соответствующем отрезку 
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Таким образом,
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Рис. 10.1





Рис. 10.2
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